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(Z. Naturforschg. 13 a, 22-—25 [1958] ; eingegangen am 9. November 1957)

Die Grundlagen der Theorie der thermoelektrischen Effekte in Halbleitern werden diskutiert.
Dabei wird auf einige in der Literatur bestehende Unklarheiten in der Definition der Energiestrom-

dichte und der in der Borrzuansschen Stationarititsbedingung auftretenden Kraft m v hingewiesen.

Die Leitungsprozesse in einem Festkorper unter
dem Einflufl angelegter Felder und Temperatur-
gradienten sind schon seit langem Gegenstand zahl-
reicher Untersuchungen gewesen. Die Theorie dieser
Prozesse geht aus von der Annahme, daf} der Kérper
einteilbar ist in makroskopisch kleine Bereiche, in
denen lokales Gleichgewicht herrscht, denen also
eine definierte Temperatur und ein elektrochemisches
Potential zugeordnet werden kann. In diesen Berei-
chen gelten die bekannten thermodynamischen Re-
lationen zwischen Entropie, innerer Energie, Teilchen-
zahl usw. Die Thermodynamik irreversibler Prozesse
liefert dann, ausgehend von diesen Grundvorstellun-
gen, Beziehungen zwischen den Teilchen- und Ener-
giestromdichten und den treibenden Kraften des
elektrochemischen Potentials und des Temperatur-
gradienten mit Koeffizienten, die unter bestimmten
Modellvorstellungen berechnet werden konnen.

Bei der Ableitung der thermoelektrischen Effekte
aus diesen Beziehungen sind nun in der Literatur
eine Reihe von Vernachldssigungen vorgenommen
worden, die es zweckmiBig erscheinen lassen, die
Grundgedanken der Theorie nochmals zusammen-
zustellen und kritisch zu diskutieren.

I. Thermodynamische Grundlagen,
Definition der Energiestromdichten

Wir gehen aus von der Gleichung
Tds:du+pdv—zcidn,~, (1)

wo s, u, v, n die Entropie, innere Energie, das Vo-
lumen und die Teilchenzahl (jeweils bezogen auf die
Volumeneinheit), T die Temperatur und {; das elek-
trochemische Potential der i-ten Teilchensorte bedeu-
ten. Vernachldssigen wir Volumenédnderungen und

1 ygl. etwa die Diskussion bei A. SommerreLp, Vorlesungen
iiber theoretische Physik, Bd. V, § 21, Dieterichsche Verlags-
buchhandlung, Wiesbaden 1952.

beschrinken wir uns auf eine Teilchensorte (die Er-
weiterung auf mehrere Teilchensorten bereitet keine
Schwierigkeiten) , so 1aBt sich (1) in folgender Form
schreiben:

ds _ du on
ot ot 't

3" (2)

Unter Einfiithrung einer Entropiestromdichte @, einer
Energiestromdichte 1 und einer Teilchenstrom-
dichte j erhdlt man dann mit Benutzung der Kon-

tinuitdtsgleichungen
du ; on 5
= +divin=0, 6i+dlv]:0’ (3)
T%j: —diviv+C divj (4)
ds

g 1 : &
ode. +dive =1 -grad 7 —1 -gradT ; (5)

at
Hier bedeutet das zweite Glied links die Divergenz
der Entropiestromdichte ¢ = 1/7 (1 —{j), wih-
rend die rechte Seite die lokale Entropieerzeugung
ist1. Da die rechte Seite von (5) eine lineare Funk-
tion in den ,,Fliissen“ v und — j ist, konnen wir diese
als lineare Funktionen ihrer ,Krifte“ grad(1/T)
und grad ({/T) ausdriicken:

—j=L,, grad 75, + Ly, grad —;—1 ;
(6)
1
=L, grad ; + Ly, grad 7

Eine Anwendung der Onsacerschen Beziehungen auf
diese Gleichung ergibt schlieflich noch Ly, =Ly, .
Gl. (6) stellt den Ausgangspunkt zur Berechnung
der Leitungsprozesse dar. Bei der Anwendung dieser
Gleichung ist jedoch zu beriicksichtigen, dall die in
(5) und (6) vorgenommene Aufteilung in ,,Flisse®
und ,Krifte“ nicht eindeutig ist>3. Um die ver-
schiedenen Moglichkeiten zu diskutieren, miissen wir

2 S R. pe Groor, Thermodynamics of Irreversible Processes,
North-Holland Publishing Company, Amsterdam 1951.
3 H. B. CaLren, Phys. Rev. 73, 1349 [1948].
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THERMOELEKTRISCHE EFFEKTE IN HALBLEITERN

uns zunéchst iiber den Begriff der Energie eines
Elektrons in einem Festkorper klar werden. Dabei
beziehen wir uns auf die Verhiltnisse in einem
Halbleiter. Fiihrt man neben der Energie E des
Elektrons noch in das Energiediagramm des Halb-
leiters die drei charakteristischen Energieparameter
— ey (elektrostatisches Potential), { (elektrochemi-
sches Potential) und E;, (Energie der unteren Kante
des Leitungsbandes) ein, so laft sich E aufteilen in:

E= —ey+E, (Abspaltung des elektrostatischen

Anteils),

E= {( +E: (Abspaltung des elektrochemischen
Anteils),

E= E; +E, (Aufteilung in ,potentielle“ Ener-

gie E;, und ,kinetische“ Energie

E,=mv?/2).
Fir die verwendeten Bezeichnungen vgl. Abb. 1.
Zu diesen drei neu eingefithrten charakteristischen
Energien E;, E: und E, lassen sich nun weitere
Energiestromdichten ,, v und v, definieren, die
mit der gesamten Energiestromdichte 10 offensichtlich
in folgender Weise zusammenhéngen:

mO:m_(_equ)ia ID: mi:]9

w,=mw-—E.j. (7)
ou <
iy = —divv
= —divivy +ej-grady
= —diviv: — j-grad £}, =
= —divi,— j-grad{

Nimmt man schlieBlich statt v als ,,FluB* in (5)
und (6) eine der drei neuen Energiestromdichten,
so erhilt man als ,,Krafte“:

Fliisse Krifte
i grad ;. grad 1, (13)
i, 7 (C+Tgrad f%,)’ grad , (14)
—i,10: ,}, grad {, grad ,}, (15)

: n E 1
— .03 ;,—(@—%—Tgrade—cq, +grad ——;‘9), grad 7 (16)

Aus jeder dieser Kombinationen 1afit sich dann ein
lineares Gleichungssystem der Form (6) mit (wegen
der Onsacer-Beziehungen) symmetrischer Koeffizien-
tenmatrix aufstellen. Die aus diesen verschiedenen
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Abb. 1. Darstellung der in einem Halbleiter wichtigen Ener-
gien und Energiedifferenzen.

Die Entropiestromdichte wird dann mit diesen neuen
Definitionen:

o= 3 (0—Li) = 5 0g—Cof) = 5 (Ba=Lai)s
(8)

0, ist nach Definition die Stromdichte der kineti-
schen Energie der Elektronen, wihrend s wegen
der Analogie der Beziehungen W: =67 und ¢=sT
als Wirmestromdichte bezeichnet werden kann 3,

Die Kontinuitatsgleichung (3) wird dann (mit
— e =1=elektr. Stromdichte, — grad v = E = elektr.
Feldstirke und mit divj=0):

9)

- —diving+i-C (10)
—divm:+i-@+i-gradi" (11)
—divw, +i-G+i-grad 7o (12)

Méoglichkeiten folgenden physikalischen Aussagen
sind natiirlich identisch. Man muf} nur beachten, dal3
zum System (13), (14), (15) bzw. (16) die Kon-
tinuitétsgleichung (9), (10), (11) bzw. (12) gehort.
Dies ist in der Literatur hdufig nicht geniigend be-
achtet worden. So benutzt etwa Jounson ¢ das System
(16) mit der Kontinuitatsgleichung (10), ter Haar
und Neaves® (15) mit (10). Dies hat im letzteren
Fall z. B. zur Folge, daBl in der Gleichung fir die
Wiarmetonung neben der Joureschen Warme, der
Tromsonschen Warme und der Warmeleitung noch
ein Glied —1i-grad({y/e) auftritt, das keinen physi-
kalischen Inhalt besitzt.

4 V. A. Jounson, Progress in Semiconductors, Vol.I, S.63,

Heywood and Comp. Ltd., London 1956.
5 D. ter Haar u. A. Neaves, Adv. Phys. 5, 241 [1956].
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Mit Hilfe einer der vier mdoglichen Gleichungen
des Typs (6) und einer der Gln. (9) bis (12) lassen
sich dann die spezifische Leitfahigkeit und die ver-
schiedenen thermoelektrischen Koeffizienten bestim-
men. Dazu bringt man das gewihlte Gleichungs-
system zweckmiaBig in die Form

%grad[: ii+(pgradT,IU;:Hi—xgradT,

9% _ ¥ . div (2gradT) — ugi-gradT,

it o (17)

wo o, @, II, x und ug direkt die spez. Leitfahigkeit,
die differentielle Thermospannung, den PertiEr-Ko-
effizienten, die spez. Warmeleitfahigkeit und den
Tuomson-Koeffizienten bedeuten. Die aus den Onsa-
Ger-Beziehungen geforderte Symmetrie der Koeffi-
zientenmatrix der Gleichungen des Typs (6) sorgt
dann automatisch fiir die Erfilllung der Tromsox-

Beziehungen
0 0 (H
ar\r)"

=T 57

p=T (18)

II. Explizite Bestimmung der Leitungs-
koeffizienten

Zur expliziten Bestimmung der in (17) enthalte-
nen Leitungskoeffizienten, d. h. zur Bestimmung der
in (6) bzw. einer dquivalenten Gleichung auftreten-
den L;; wird allgemein die Borrzmannsche Stationa-
ritatsbedingung herangezogen. Diese liefert fiir die
gestorte Verteilungsfunktion der Elektronen im iso-
tropen Halbleiter in erster Naherung ®

[=fo— L (v-grad fo+ 0 grad f),  (19)

wo [ die Verteilungsfunktion im Lagen-Geschwindig-
keits-Raum (Anzahl der Elektronen im Volumen-
element (1,d%r,b,d%), { die freie Wegldnge und f,
die ungestorte Verteilungsfunktion (Zustandsdichte
mal Fermi-Verteilung)

(ol
bedeuten. In (19) ist die Gradientenbildung im er-
sten Glied rechts bei konstantem b, im zweiten Glied
bei konstantem I vorzunehmen. Da in E nur der
Anteil E,=E —E;, von b abhingt (E,=m"v*/2),
setzt man in (20) zweckmalig £ —{=FE,—{, und

(20)

6 vgl. etwa O. MapeLunc, Halbleiter, in Handbuch der Physik,
Bd. 20, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1957.

erhalt

0 En s S—n e
grad, fo= — 81{70"< o ° gradT—gradgn). (21)
grad, fo= 2homry. (22)

0E,

Fir b wird in der Literatur allgemein — (e/m*) €
angesetzt. Dies ist jedoch inkorrekt. Die auf das
Flektron wirkende ,,auflere“ Kraft §§ = m* D ist nicht
allein der Gradient des elektrostatischen Potentials,
sondern der Gradient der gesamten potentiellen Ener-
gie des Elektrons. Diese ist aber gleich £ — E, =E;,.
Im isothermen Fall ist diese Unterscheidung gegen-
standslos, da dann grad Ey,=grad(—evy) ist. Bei
Gegenwart eines Temperaturgradienten ist dagegen
die Temperaturabhéngigkeit von E;, mit zu bertick-
sichtigen. Man hat also zu setzen:

: 1 e 1 0Ewo
b= merad b= — 50— L emdT.(23)

Hiermit wird (19):

1 0 1 - 1
I=fo+ a;"nTn-(—Tgrad;—(En—fn)grad T)
(24)
! 8
=hot yam b
< [En o @ (ta), 8EL0
{e@+ 2 +73T(T)+ aT—]gradT}. (242)

Durch Einsetzen in die Gleichungen fiir den elektro-
nischen Anteil der Stromdichten (unter Vernachlas-
sigung aller phonon-drag-Effekte und der Gitter-
wirmeleitung)

i= [vfdo, (25)
w= [Evfdv, (26)
;= fEind3v (i=0,¢n) (27)

folgen dann Gleichungen vom Typ (6), z. B. bei
Verwendung von (24) in j und W; direkt das Glei-
chungssystem (15) und damit die gesuchten Koeffi-

zienten.

II1. Diskussion

Trotz der oben erwihnten Inkonsequenz bei der
Wahl der richticen Kraft in der Borrzmanxschen
Stationaritdtsbedingung sind die in der Literatur
mitgeteilten Ergebnisse der Theorie fast durchweg
richtig. Dies hat verschiedene Griinde.

So wird in vielen (vor allem frithen) Arbeiten
uber die thermoelektrischen Effekte in Halbleitern
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als Energienullpunkt die Bandkante E;, selbst ge-
wihlt. Dies hat zur Folge, daf} auf der rechten Seite
von (23) das Glied grad Ey, fehlt, also
v=— €

wird. AufBlerdem wird dann Ww=1,, E=E, und
{=/{,. Alle E, enthaltenden Glieder der oben ange-
gebenen Gleichungen fallen fort und diese Vernach-
lassigungen heben sich gerade bei der Berechnung
der thermoelektrischen Effekte eines Storstellenleiters
heraus. Berechnet man jedoch auf diese Weise die
Beitrige der beiden Binder getrennt und kombiniert
sie in der richtigen Weise, so liefern die Ergebnisse
bekanntlich nicht die von der ambipolaren Diffu-
sion? herrithrenden Beitrage. Nur in diesen Bei-
trigen macht sich die Temperaturabhingigkeit der
Bandkanten, also der Breite der verbotenen Zone,
bemerkbar.

Andererseits wird héufig in (23) und damit in
(24 a) das Glied grad Ey, unberiicksichtigt gelassen,
das System (16) angewandt, fir die Energiebilanz
jedoch (10) beniitzt. Berechnet man dann etwa die
Thermospannung aus dem Traomson-Koeffizienten,
so heben sich beide Fehler gerade wieder heraus.

Auch bei Beriicksichtigung der Temperaturabhén-

gigkeit der Bandkanten, aber Ersetzen von m*Dp
durch —e € kommt man zu richtigen Ergebnissen,
wenn man in (19) grad; f, nicht bei festem E,, son-
dern festem E bildet. Auf diese inkorrekte Weise
kam u. a. der Verfasser in einer fritheren Arbeit ¢
zur richtigen Verteilungsfunktion (24 a) 8.

In vielen Fillen ist die Temperaturabhéngigkeit
der Bandkanten so klein, da} ihre Vernachldssigung

7 P.J. Price, Phil. Mag. 46, 1252 [1955].

8 Wir brauchen deshalb hier nicht auf die Ergebnisse der
Theorie einzugehen und konnen fiir die explizite Angabe
der Gleichungen fiir die thermoelektrischen Koeffizienten
auf 1. c. ® verweisen.

keinen groflen Fehler bringt. Dies ist jedoch nicht
immer so. Bei der Berechnung des ambipolaren
Diffusionsstromes im nicht-isothermen gemischten
Halbleiter 7 ergibt sich beispielsweise eine Propor-
tionalitit dieses Stromes zu (A4E +4kT). Ohne Be-
riicksichtigung der Temperaturabhingigkeit der
Bandkanten ist hier statt AE(T) nur AE(0) zu
setzen. Etwa im Falle des InSb reduziert sich hier-
durch bei Zimmertemperatur dieser Faktor um fast
30 Prozent?®.
Ein weiterer Fall, in welchem der Ansatz
b= - €

versagt, findet sich in der Theorie der inhomogenen
Halbleiter. Liegt die Inhomogenitdt nicht nur in
einer ortsabhingigen Storstellenverteilung, sondern
in einer variablen Bandstruktur (Mischkristalle ort-
lich variabler Zusammensetzung), so ist auch m*
und somit der ,kinetische“ Anteil der Energie orts-
abhingig. In diesem Fall ist

s — Wi*gradE

zu setzen. Man erhélt dann fiir die gestorte Vertei-
lungsfunktion wieder Gl. (24), jetzt aber mit orts-
abhingiger freier Weglénge /. Auch die phdnomeno-
logischen Gln. (17) bleiben erhalten, nur werden
jetzt die Koeffizienten o, ¢, II, % und up Variable
des Ortes.

Herrn Prof. Dr. W. Scuorrky danke ich fiir eine lehr-
reiche Diskussion.

9 Price vernachlissigt in seiner Arbeit? die Temperatur-
abhingigkeit von AE. Bei Beriicksichtigung dieses Einflus-
ses ist in seiner Gl. (11) zwar A=AE(T) zu setzen, in (10)
aber A=AE(0) [n, n, ~ exp(—AE(0)/k T)]. Gleichzeitig
tritt dann aber in seiner GIl. (2) ein zusitzliches Glied
(uile) grad E; (Ei=Ey, bzw. —Ey) auf, so daf im End-
resultat der Gl. (12) wieder A=AE(T) ist. Vgl. hierzu
l.c. % Gln. (35.3) und (36.4).



